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n

a a a, ,...,1 ًبهین ّشگبُ هی n....،  2، 1گطت اص اعذاد  سا یه خبی2
n

n a a a{, ,..., } { , ,..., }1 21 تب   a1)یعٌی  2
n
a ّوبى

هبًٌذ nتب 1ّبی  گطت ّب تغییش وشدُ است(. توبم خبی آىّستٌذ وِ احتوبلاً تشتیت  nتب 1
n

a a a, ,...,1  سا ثیبثیذ وِ ثشای 2

i n1،ia a a( ,... )1 iثش  2 2 a1پزیش ثبضذ. ثشای هثبل ثخص 1 3 ،a2 1،a3 4  ٍa4 گطت  یه خبی 2

 است. 3،2،1ٍ4اص اعذاد 
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 ثزبّن احتوزبلاً دس سوزَو ٍ اعز       خزض  ثِّب  هستغیل وِ عَسی ثِاین  تش( پَضبًذُ تعذادی هستغیل )وَچه ی ٍسیلِ ثِیه هستغیل سا 
 ثیشٍىّب  تغیلززچٌیي ّیچ لسوتی اص هس ّبی پَضبًٌذُ هَاصی اع   هستغیل اصلی ّستٌذ، ّن دس عوي اع   هستغیل اضتشاوی ًذاسًذ.

 دّذ: ّب سا ًطبى هی گیشد. ثشای هثبل، ضىل صیش یىی اص ایي حبلت اص هستغیل اصلی لشاس ًوی
 

 
 

طزظ(   تش ثب تَخِ ثِ ضشایظ فَق ثپَضبًین دس ضىل حبصل تعزذادی طزظ )پزبسُ    ّبی وَچه هستغیل ی ٍسیلِ ثِثٌبثشایي ّش عَس وِ هستغیل سا 
طظ  هحل تمبعع دٍ پبسُ ّشگبُگَیین  هی« چْبسساُ»ی ثشطَسد سا یه  ضَد، یه ًمغِ ّب دیذُ هی طظ افمی ٍ عوَدی ٍ تعذادی ًمبط ثشطَسد پبسُ

طزظ افمزی ٍ    5چٌزیي دس ایزي ضزىل     چْبسساُ ًیستٌذ، ّن C  ٍD  ٍKچْبسساُ ّستٌذ ٍلی ًمبط  A  ٍBث ً دس ضىل ثبلا ًمبط ثبضذ، ه
KL KJ CG EF HI( , , , ,  هستغیل پَضبًذُ ضذُ است. 11 ی ٍسیلِ ثِضَد، دس عوي ضىل  طظ عوَدی دیذُ هی 6ٍ (

ّب دس ًظش ثگیشین. ٍ ایي سِ عذد سا ثب ّن خوزع وٌزین، حبصزل ثشاثزش      ّبی افمی، عوَدی ٍ تعذاد چْبسساُ اگش تعذاد طظ دسّشصَستًطبى دّیذ 
 عذد سِ. ی اعبفِ ثِّبی پَضبًٌذُ  است ثب تعذاد هستغیل
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ABCداسین ABCDدس چْبسعلعی هحذة  ADC ٍ  ADثِ تشتیت ًمزبعی سٍی )اهتزذاد(    M  ٍN بً. عو0135ٌ

AB ِو عَسی ثِثبضٌذ  هی MCD NCB  ABDّبی هحیغی دٍ هثلث  هحل ثشطَسد دٍم دایشُ Kچٌیي  ، ّن090
ٍAMN ثبثت وٌیذ ّست .AK  ثشKC .عوَد است 
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A ٍB ِثبضٌذ. چْبسعلعی هحزذة   ی هی ی ثبثت دس صفحِ دٍ ًمغABCD   ِ ABضزَد وزِ    ای سزبطتِ هزی   ثزِ گًَز BC  ٍ

AD DC ِی ٍ صاٍیADC  یهسا دس  ABCDای ثبثت ٍخَد داسد ثِ عَسی وِ ّش عَس چْبسعلعی  ٌیذ ًمغِ. ثبثت و090
 گزسد. ی هی ّوَاسُ اص ایي ًمغِ DCثسبصین طظ گزسًذُ اص  ABعشف
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]Rاین، فضبی خذیذ سا ثب  تشیي تَسعِ دادُ ثِ فضبی ثضسي ی اعذاد حمیمی سا ثب اعبفِ وشدى هَخَدی خذیذ ثِ ًبم  هدوَعِ ًطبى  [

aدّین ٍ اعضبی آى هَخَداتی ثِ ضىل  هی b  ِّستٌذ وa b R, (Rی هدوَعِ دٌّذُ ًطبى ).ی اعذاد حمیمی است 

aوٌین وِ  لشاسداد هی b a b  اگش ٍ تٌْب اگشa a ٍb b. 

!چٌذ صفش ًیست ٍلیّش  وِ عَسی ثِهَخَدی ثسیبس وَچه است   2 0. 
 ضَد: سٍی ایي فضب خوع ٍ عشة ثِ ضىل صیش تعشیف هی

a b a b a a b b

a b a b aa ab ba bb aa ab ba

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )2
 

Pفشض وٌیذ  x( ی هضبعف داسد، اگش ٍ تٌْب اگش دس  سیطِ Rای دس  ای ثب عشایت حمیمی ثبضذ، ًطبى دّیذ وِ ایي چٌذ خولِ یه چٌذخولِ (
R[ aای ثِ ضىل ی غیشحمیمی یعٌی سیطِ ّبی غیشحمیمی داضتِ ثبضذ. )سیطِ سیطِ [ b ِوb 0.) 

Pای  ی هضبعف چٌذخولِ سیطaِگَیین  تَعیح هی x( Pاست اگش  ( x( xثش  ( a(  پزیش ثبضذ. ثخص 2(
 

6- 
 

ّبی و و ثشگضاس ضذُ است، ّزیچ دٍ ًفزشی ثزیص اص     ی تٌیس سٍی هیض ثیي ثچِ هسبثمِ 111ًفشُ دس سبل گزضتِ  21دس یه و و 
 هسبثمبتثشای ضشوت دس طَاٌّذ اص ثیي طَد دٍ تین دٍ ًفشُ )دٍ تین عضَ هطتشن ًذاسًذ(  ّبی و و هی اًذ. ثچِ یه ثبس ثب ّن هسبثمِ ًذادُ

عشیزك هختلزف    4151داًین وِ ایي وزبس ثزِ    هذسسِ اًتخبة وٌٌذ ثب ایي ضشط وِ دٍ عضَ یه تین دس سبل گزضتِ ثب ّن ثبصی وشدُ ثبضٌذ، هی
 اًذ.  ّبی و و دس سبل گزضتِ ثِ تعذاد هسبٍی ثبصی وشدُ ی ثچِ پزیش است. ثبثت وٌیذ ّوِ اهىبى
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nوٌین وِ ثِ اصای ّش  اثتذا ثبثت هی ، اگش 3
n

a a a, ,...,1  آًگبُثبضذ،  هَسدًظشگطتی ثب طبصیت  خبی 2
n
a n  ٍثشای اثجبت د

 گیشین: حبلت سا دس ًظش هی

 ثٌب ثِ فشض هسئلِ، آًگبُفشد ثبضذ.  nالف. اگش 

n n n
n a a n a n n a| ( ... ) ( ... ) ( )1 12 2 1 2 1 2 

 دسًتیدِ
n

n a| فشد است،  nٍ چَى  2
n

n a|  ِوِ ایيوِ ثب تَخِ ث 
n
a n گیشین ًتیدِ هی

n
a n . 

nصٍج ثبضذ  nة. اگش  k( ّوبًٌذ لسوت لجل  آًگبُ، 2(
n

n a| لزا 2
n

k a|  ٍ
n
a n  ثٌبثشایي ،

n
a k2 یب

n
a k. 

اگش 
n
a n ُثبیذ آًگب

n
a kِی  . اهب ثٌب ثِ فشض هسئلi n(  داًین: هی  2(

n n n

n n

n

n

n a a n a a

n n a

n n n k a

n n n a

| ( ... ) ( ... )

( )

( )

( )

1 2 1

1

1

1

1 2 2 1 2

1 2 2

1 2 2 2

1 2

 

پس 
n

n n a| 11 ٍ یب هعبدلاً  2
n

k k a| 12 1 2  دسًتیدٍِ  2
n

k k a| 12 ِ ، اهزب  1  ٍعزَ   ثز
n

k a k| |1 2 1  ٍ

ثٌبثشایي 
n

k a 1 ٍ یب  0
n
a k1  وِ تٌبلض است )چَى

n
a  ّن ثشاثشk ی  گطت ثب ضشایظ هسئلِ ثَد(. ثٌب ثش هغبلت ثبلا دس ّش خبی

n
a n  حبل

n
a تب  1گطتی اص  ًیض خبی آهذُ دست ثِی  وٌین. دًجبلِ اص دًجبلِ حزف هیn  دسًتیدِی است،  هسئلِ هَسدًظشثب طبصیت  1

یي دًجبلِ یعٌی خولِ آطش ا
n
a nّن ثبیذ ثشاثش 1 kثبضذ. ثِ ّویي تشتیت هطخص است وِ ثزشای ّزش    1 n3    ثبیزذ داضزتِ ثبضزین

k
a k ثشای .a1  ٍa2  گطزت   تٌْزب دٍ خزبی   تشتیزت  ایزي  ثِسا دس ًظش گشفت.  1ٍ  2یب  2ٍ  1تَاى دٍ حبلت  هی ٍعَ  ثِّنn( , ,..., )1 2  ٍ

n( , , ,..., )2 1  ی سا داسًذ. طبصیت هَسدًظش هسئلِ 3
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 لشاس دّیذ

Rّب،  هستغیل د:تعذا      Hتعذاد طغَط افمی :       V،تعذاد طغَط عوَدی :        Xُّب : تعذاد چْبسسا 

Hطَاّین ثبثت وٌین  هی V X R وٌزین: اٍلاً   ّبی پَضبًٌذُ سا اص دٍ سٍش هحبسجِ هزی  ّبی هستغیل . ثشای وبس هدوَ  صاٍی3ِ

R..است، پس ایي همذاس ثشاثش است ثب  0360ٍ خوع صٍایبی ّش هستغیل  Rّب  چَى تعذاد هستغیل ّبی ضزىل ثزِ صزَست     ثبًیبً گشُ 0360

 ثیٌیذ. ی ثعذ( هی )اثتذای صفحِ 1یىی اص اًَاعی است وِ دس ضىل 

( چٌذ تب 2ّبی ًَ  ) ( ّن وِ تب است. اهب تعذاد گش3ُّبی ًَ  ) تب است. تعذاد گشُ 4ّبی هستغیل ثضسي فمظ  ( یعٌی سأو1ّبی ًَ  ) تعذاد گشُ

طظ افمی ٍ عوَدی ثِ غیش اص چْبس علع هستغیل ثضسي ثِ گشُ  ضذ وِ ّش یه اص دٍ سش یه پبسُاست؟ اگش ثِ ضىل دلت وٌیذ هتَخِ طَاّیذ 

H( ثشاثش است ثب2ّبی ًَ  ) ضَد. ثٌبثشایي تعذاد گشُ ( طتن هی2اص ًَ  ) V( )2 ( ثِ 3( ٍ )2(، )1ّبی ًَ  ) . حبل تَخِ وٌیذ وِ گش4ُ

 ّبی هستغیل ثشاثش است ثب: وٌٌذ. پس هدوَ  صاٍیِ تَلیذ هی 0360، ٍ 090تشتیت صٍایبی 

 

 

 

 

 ضَد. ی ًتیدِ هی ی ایي همذاس ثب همذاسی وِ دس اثتذا ثِ دست آٍسدین حىن هسئلِ اص همبیسِ
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 ثگیشیذ. ثب تَخِ ثِ ایي وِ دٍ DM  ٍBNسا ثِ تشتیت ٍسظ  X ٍYّبی  حل اٍل. ًمغِ ساُ

 ی هحیغی دس دایشُ KNB  ٍKMDّبی هتمبعع ّستٌذ، صاٍیِ Kی ی دس ًمغِ دایشُ

 

 AMN ِثِ ووبى سٍ سٍثAK   ٍ ّسزتٌذ ِ ِ   ثزب ّزن ثشاثشًزذ. ثز     دسًتیدز ّزبی   ِ ّوزیي تشتیزت صاٍیز

KBA  ٍKDA ُی هحیغی  دس دایشABD ِسٍ ثِ ووبى  سٍثAK   ّستٌذ ٍ لزا ثب ّن ثشاثزش

ثب ّن هتطزبثِ ّسزتٌذ ٍ    KMD  ٍKNBدّذ وِ دٍ هثلث  ّب ًتیدِ هی ّستٌذ. ثشاثشی ایي صاٍیِ

ّبی ثیي هیبًِ ٍ علع هتٌزبرش دس ایزي دٍ هثلزث     وِ صاٍیِ KYB  ٍKXDّبی دس ًتیدِ صاٍیِ

ِ   ضًَذ. ایي ثشاثشی ًتیدِ هی ّستٌذ ثب ّن ثشاثش هی سٍی یزه   A،K،Y ٍXی دّذ وِ چْزبس ًمغز

 اس داسًذ.ی لش دایشُ

BCNٍ   وِ ایياص عشف دیگش ثب تَخِ ثِ  السبلیي است ٍ لزا هیبًِ آى یعٌزی  ی هتسبٍی الضاٍیِ لبون BCNضَد وِ هثلث ًتیدِ هی 090

YC استفب  ّن ّست ٍ ایي یعٌیAYC 090 .. 

ی لشاس داسًذ. ثٌبثشایي  ّن سٍی یه دایشُ A ،Y، Xٍ ،Cی  ّن لبووِ است. پس چْبس ًمغِ AXCثیٌین وِ  ثب استذلال وبه ً هطبثِ هی

AKCی ّستٌذ ٍ دس ًتیدِ  ّن دایشُ A ،K ،Y،C  ٍXی  دس ول پٌح ًمغِ AYC  سسذ. . ثٌبثشایي اثجبت حىن ثِ پبیبى هی090

ی ثزِ   ٍ دایزشُ  AMNی هحیغی هثلث  ، دایشABDُی هحیغی هثلث دٍم: ثبیذ ثبثت وٌین دایشُحل  ساُ

سو ّستٌذ. ثشای ایي هٌظزَس وزبفی اسزت ثبثزت وٌزین       ّن (K)ی دیگشی  دس ًمغِ A، غیش اص ACلغش

 طظ ّستٌذ. )چشا؟( ی ّن هشوضّبی ایي سِ دایشُ

ٍ ثِ  Aطغی هشوضّبی ایي سِ دایشُ، وبفی است ثبثت وٌین هتدبًس ایي هشوضّب ًسجت ثِ  ثشای اثجبت ّن

ثبضزذ. هتدزبًس هشوضّزبی     هی AC ،Cلغش  ی ثِ طظ ّستٌذ. هتدبًس هشوض دایشُ ّن 2ًسجت تدبًس 

ثبضٌذ، ثِ  ّب هی دس ایي دایشُ Aّبی همبثل لغشی  سا وِ الجتِ ًمغِ ABD  ٍAMNّبی هحیغی  دایشُ

ِ   هی P  ٍSتشتیت  طزظ ّسزتٌذ. اص    ّزن  P ،S  ٍCی  گیشین. پس وبفی است ًطبى دّین سزِ ًمغز

PBلبووِ ّستٌذ، لززا   SMA ،PBA ،SNA  ٍPDA ّبی  آًدبیی وِ صاٍیِ SN  ٍ

PD SM  ثٌبثشایي اگش هحل ثشطَسدPB  ثبSM  ساL   هحل ثشطزَسد ٍPD  ٍSN   ،سا  ثٌزبهین

ِ  SLتب  Cی  تَخِ وٌیذ. فبصلِ Cی  الاع   طَاّذ ثَد. حبل ثِ هَلعیت ًمغِ هتَاصی PRSLچْبسعلعی  ٍ  PDتزب   Cی  ثشاثش فبصزل

، Pّزبی  الاع  ، ٍ دس ًتیدِ ًمغِ هحل ثشطَسد لغشّبی هتَاصی Cاست. ثٌبثشایي  PLتب  Cی ٍ ثشاثش ثب فبصلِ SRتب  Cی چٌیي فبصلِ ّن

C  ٍ Sضَد.  طظ ّستٌذ ٍ حىن ثبثت هی ّن 
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لغزع وٌزذ. چزَى     Eسا دس  CDوٌزین تزب    سسن هزی  ABعوَدی ثش  Bی  هغبثك ضىل دس ًمغِ

B D BECهحبعی است ٍ لزا  ADEB، ثٌبثشایي 090 DABاص عشفی ثب . 

 

  ِ ABCD ،DABی دس هزززَسد چْبسعزززلعی  تَخزززِ ثزززِ فشعزززیبت هسزززئل BCD ثٌزززبثشایي ،

BEC BCD  ًتیدٍِ دس BE BC AB ِی  ثٌبثشایي ًمغE  سٍیCD ِای ثبثت  ًمغ

 ثستگی داسد. A ٍ Bی است. وِ هىبى آى تٌْب ثِ  دس صفحِ
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aفشض وٌیذ  b( n، یه سیطِ 0(
n

P x a a x a x( ) ...0  ثبضذ. پس  1

n
n

P a b a a a b a a b( ) ( ) ... ( )0 10  

2 وِ ایياهب ثب تَخِ ثِ   تَاى ثِ سبدگی ًطبى داد وِ: ای یب ثِ ووه استمشا هی ثب استفبدُ اص ثسظ دٍ خولِ 0
k k ka b a ka b( ) 1 

 ثٌبثشایي 
n n

n n
a aa a a a a b a a a na a( ... ) ( ... )2 1
0 1 2 1 20 2 

uتَخِ وٌیذ وِ اگش  v u ی هسئلِ صَستثب تَخِ ثِ لشاسداد روش ضذُ دس  آًگبُ، 0 0 ٍv  . پس 0
n

a n
a a a a P a... ( )0 0 



 
 

 

5 

Pتَاى ًَضت ٍ هی x x a Q x( ) ( ) ( Qی  سیطِ a. حبل ثبیذ ًطبى دّین وِ ( x( xسا ثش  Qثبضذ. ثشای ایي وبس  ّن هی ( a   تمسزین
Qوٌین،  هی x x a R x c( ) ( ) ( )  ٍ 

P x x a x a R x c

P a b b b R a b c

b b R a b c bc

( ) ( )(( ) ( ) )

( ) ( ( ) )

( ( ) )2

0 

bcپس  bcٍ دس ًتیدِ  0 bٍ چَى  0 c، پس0 P. ثٌبثشایي 0 x x a R x( ) ( ) ( )2 . 

Pسیطززِ هضززبعف    aثززشای اثجززبت عززشف دیگززش چززَى     x( Pاسززت، پززس    ( x x a R x( ) ( ) ( . دس ایززي صززَست ثززشای ّززش   2(
b x a b(  طَاّین داضت، 0(

P a b b R a b( ) ( ) ( )2 0 
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 ثبصی اًدبم ضذُ است، لزا  111. ثبصی اًدبم دادُ ثبضٌذ. چَى دس هدوَ  x1 ،x2،... ،x20ًفش ثِ تشتیت  21فشض وٌیذ ایي 

x x x...1 2 20 200 

kی ثشاثش است ثب  ّبی اًتخبة دٍ تین دٍ ًفشُ ثب ضشایظ هسئلِ تعذاد ساُ

k

x20

1

100

2 2
. صیشا ثشای اًتخبة دٍ تزین دٍ ًفزشُ، وزِ دٍ ًفزش     

ضذُ سا اًتخبة وٌین )ثِ  ثبصی اًدبم 111تیوی ثب ّن ثبصی وشدُ ثبضٌذ، ثبیذ دٍ تب اص  ّن
100
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وٌٌذُ دس  ّش ثبصی سا ثزِ   سٍش( ٍ دٍ ًفش ضشوت 

kّزب ثشاثزش    وٌٌذ ون وٌزین. تعزذاد حبلزت    عٌَاى یه تین ثگیشین. اهب اص ایي تعذاد، ثبیذ حبلاتی سا وِ دٍ تین عضَ هطتشن پیذا هی
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ّب ثبیذ اص ثیي  دٍ عضَ دیگش تینثبضذ،  kاست، صیشا اگش عضَ هطتشن دٍ تین، ًفش 
k
x  ًفشی اًتخبة ضًَذ وِ ثب ًفشk ُاًذ. پس، ثبصی وشد 
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عذد حمیمی  nداًین وِ ثشای ّش  اهب هی
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افتذ وِ  ٍ تسبٍی تٌْب صهبًی اتفبق هی
n

x x x...1 xی فَق ّن ثبیذ  . ثٌبثشایي دس هسئل2ِ x x...1 2  ثبضٌذ. 20

 

 

 


